1 POSLOUPNOSTI A JEJICH VLASTNOSTI

Tato kapitola, ve které si vysvétlime, co je to posloupnost, jaky-
mi zptsoby mtize byt zadana a jakych vlastnosti miZe nabyvat, velmi
{izce souvisi s uéivem o funkcich. Proto byste mohli formulovat nékteré
definice a v&ty o posloupnostech zcela samostatné nebo jen s malou
pomoci. N&kde se oviem bez podrobnéjsiho vykladu neobejdeme; to
se tyka zejména rekurentniho uréeni posloupnosti a dikazu matema-
tickou indukeci.

1.1 Pojem posloupnost

- Vyslovte definici funkce. Co je definiéni obor funkce?

Funkce na mnoziné A C R je pfedpis, ktery kazdému ¢&islu z mnoZiny A
pfifazuje pravé jedno redlné ¢islo. .

MnoZina A se nazyvéa definiéni obor funkce.

H Sestrojte graf funkce y = 0,522, z € {1,2,3,4,5,6,7}.
(Defini¢nim oborem je v nafem p¥ipadé mnozina {1,2,3,4,5,6,7}.)
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Obr.1.1

. H Funkce g je ddna takto: Jeji defini¢ni obor je mnozina N viech

prirozenych &isel. Pro kazdén € N je g(n) rovno poétu viech kladnych
déliteld &isla n (mezi délitele po&itame i &isla 1 a n).

Zapiste do tabulky usporddané dvojice [n,9(n)] pron = 1,2,...,13
a zobrazte je v soustavé soufadnic. “
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H Je am\z._m funkce h: y = -3 + (-1)", n € N. Jejim definic-
nim oborem je mnoZina N. Sestrojte ¢4st jejiho grafu (s omezenim na
nékresnu).
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VSechny funkce, které jsme zde uvedli, maji jedno spolecéné:
jejich defini¢ni obor je vidy €isti mnoziny viech prirozenych Cisel.
Je-li definiénim oborem mno¥ina viech piirozenych ¢&isel, hovofime
o nekonecniych ﬁo&e@ﬁ:o&mnf je-li definiénim oborem mnoZina viech
prirozenych ¢isel, ktera jsou mensi nebo rovna jistému pevné danému
pfirozenému &islu ng, mluvime o konecéngch posloupnostech. Funkce g

m:N H m E u.moc:mWo:mm:m@oEocwsSS,?b#om& H u.mWObmmn%
posloupnost. o

H Zformulujte definice nekoneéné posloupnosti a kone¢né posloup-
nosti.

Kazd4 funkce, jejim# definiénim oborem je mnozina N vSech
pfirozenych ¢isel, se nazyv4 nekoneéna posloupnost.

Kazd4 funkce, jejiz defini¢ni obor je mnozina vech prirozenych
Cisel n < no, kde ng je pevné dané &islo z N, se nazyv4 koneéna
posloupnost.

Pokud bude ze souvislosti zfejmé, ze pracujeme s koneénou, resp.
nekonec¢nou posloupnosti, budeme strucnéji hovofit pouze o posloup-
nosti.

Vratme se k posloupnostem z H az H a pripomeinime si nékteré
zépisy, které jsme pouZivali pro funkce. :

Skute¢nost, Ze hodnota posloupnosti g z H je v bodé 4 rovna, 3,
jsme zvykli zapisovat ve tvaru g(4) = 3. Pro posloupnosti se viak ob-
vykle pouZivé jiny zpisob zapisu: g4 = 3 (Cteme ,,¢len gy je roven 3“).

Misto ,,hodnota posloupnosti f v bods n je rovna s“ budeme
fikat ,n-ty ¢len posloupnosti f je roven s a psét ,, fr, = s“.

Vsimnéme si posloupnosti h z H . Misto dosud obvykle uzivaného
zépisu pro funkee, tj.

h:y=-3+(-1)", neN,
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budeme déle zpravidla pouZivat oznageni

(=8 + 10"y
nebo
. (hr)peyy hn=-=3+(-1)".
Tyto nové zapisy Eteme ,,posloupnost —3 + (—=1)™ od n rovno 1

do nekonecna‘“, ,posloupnost h,, kde n probihd od 1 do nekoneéna,
a hy, se rovnd —3 + (—1)™“.

Obdobné se zapisuje i koneén4 posloupnost z H“

7
n=1

(0,5n?)

V téchto piipadech fikédme, Ze posloupnost je uréena vzorcem pro
n-ty ¢len.

Zistafime jeSté u kone¢né posloupnosti z H Jeji vyjadreni ta-
bulkou uvedené v H pod &arou se obvykle zapisuje v nasledujicim
zkraceném tvaru:

0,5 2; 4,5 8; 12,5; 18; 24,5 (1)

Jednotliva &isla v tomto z4pisu znamenaji postupné 1., 2., ..., 7. ¢len

posloupnosti. V zapisu (1) zalezi na pofadi &isel, nelze je libovolng
zaméhovat. Zapis

0,5; 8; 2; 4,5; 18; 12,5; 24,5 (2)
obsahuje stejnd &fsla jako (1), presto viak (1) a (2) oznacuji rizné

posloupnosti. Napf. tfeti &len prvni posloupnosti je 4,5, kdezto treti
¢len druhé posloupnosti je 2.
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Ulohy

1.1 V daldim textu je v levém sloupci uvedeno nékolik kone&nych
posloupnosti danych vyctem svych ¢lenti; v pravém sloupci jsou
pak tyto posloupnosti uréeny vzorcem pro n-ty ¢len. Prekontro-
lujte, zda v kazdém fadku skutecné jde o a<o% vyjadfeni téze

posloupnosti.
a) 1,2,3,4,56,7,8 (n)h=1
b) 1, 4, 9, 16, 25 (n2)°_,
¢) 5,555,555 (5)7=1
j 8, =% 8, =8, 5, =3, 3,8, 5, -4 (~nm*-3)
11 1 1 1 , A v
mv Ty Ty Ty Ty T~
3 9 27 81 243
1.2 Napiste prvnich pé&t ¢lent posloupnosti dané vzorcem pro n-ty
¢len:
n—1\"
2) (B, b (2=2)
n n=1

oo

c) Aoqm+o,m ; T::v . d) ((n—1)n)5,

e) QIC: . le.v“oﬂ f) Amg Wiv”ﬂp

1.3 NapiSte prvnich deset lenti nekoneéné posloupnosti k, které je
dana takto: k(n) = 0 v piipads, Ze n je prvoéislo, k(n) = 1 pro
ptipady, kdy n neni prvoéislo (&slo 1 nepo&itdme mezi prvoéisla).

1.4 Jedéna posloupnost (n?+2n + HVMOHH. Rozhodnéte, ktera z &isel
223, 289, 361, 1000 jsou ¢&leny této posloupnosti.

1.5 Vyjadiete dané koneiné posloupnosti pomoci vzorce pro n-ty

Clen:
m.v wvmqw“m“m Uv 1, -1, H, -1, H. |”_J”_J |H“H
c) 54, 18,6, -2, 2, -2 d) 1,8, 27, 64, 125, 216
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*1.6 V nekonetné posloupnosti (a,), je pro kazdé sudé &slo n

an = 8, pro kazdé liché &islo n plati a, = 0. Zapiste tuto po-
sloupnost pomoci vzorce pro n-ty ¢len.

.

1.2 Rekurentni uréeni posloupnosti

H Vypocitejte druhy, tieti a étvrty ¢len posloupnosti (a, )2
je dana takto:

které

n=1»

DH”%

Gn+1 = —2a, - pro kazdé n e N

ay = |NQQ = |mu az = |MQN = ”_.m“ a4 = |MQ& =-32

V posloupnosti (a,)$2; je ddn prvni &len a déle je k dispozici vzorec,
pomoci néhoz miizeme pro kazdé n € N vypoditat ¢len a, 1 na zékladé
znalosti predchoziho ¢lenu.

H Vypocitejte paty ¢len posloupnosti (b,)S2;, ktera je ddna takto:

@H =1, @M =-1
@ﬂl:w = M@.:..TH —3b, prokazdé neN

@wnwvw'wQH“N.Alelw.Hnlm
by =2b3 —3by =2-(=5)—3-(-1)=—-7
bs =2by —3b3 =2-(=7) —3-(=5) =1

V posloupnosti (b,)22; jsou dany prvni dva jeji Eleny a vzorec, podle
kterého vypocitdvame b, 1o na zékladé znalosti ¢lent b,y a b,.

Takovyto zptsob zadani posloupnosti jako v H a H se Casto

vyskytuje. Rikdme, Ze posloupnost je uréena rekurentns (z latinského
Tecurrere, COZ znamend vraceti se, jiti zpét).
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Priklad 1

Je déna posloupnost (a,)S2;, a, = log3™. Vyjadfete ji rekurentné.

Reseni
Pro kazdé n € N je
any1 = log3™™! =log (3™ - 3) = log 3™ +log 3 = a, +log3.
Zkoumanou posloupnost lze tedy zadat rekurentné takto:
a1 = log3; Gnt1 = Gn +10g3
MiZeme ji ovSem vyjadrit napf. i timto zptisobem:

a1 =log3, ag =1log9; Gny2 = an +log9

Piiklad 2

Posloupnost (a,)S2; je urlena rekurentné takto: a; = 1, Gnt1 = 264,
n € N. Vyjadfete ji vzorcem pro n-ty Clen.

Reseni

Plati:
as = 2a1
az = 2ag
aq4 = 2a3

On—1 = 2Gn—2
an = 2an-1
Téchto m — 1 rovnosti mezi sebou vynasobime a dostaneme
30304 ... Gn—1 Gn = 207 * 203 * 2a3+ ... - 2ap—22an_1
¢ili
= M3|H
a2 0304 ... Qn—10n = 10203 ... 0pn—20n—1-

74dny €len posloupnosti (a,)3; neni roven nule. Proto miiZeme obé
strany posledni rovnosti vydélit vyrazem a3 a3 a4 ... Gn—2 OGn-1 @ do-
staneme vztah pro an:

an = 2" tay

Vime, Ze a; = 1, a tedy
a, =2 L

Posloupnost (a,)22; zapiSeme pomoci vzorce pro n-ty ¢len takto:

i

n=1
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H Vypotitejte Sesty Clen posloupnosti (an)nzy Z piikladu 2. Je pro
tento vypodet vhodn&jsi rekurentni uréeni posloupnosti nebo vyj 4dreni
vzorcem pro n-ty ¢len?

Dm”ww

Nevyhodou rekurentniho uréeni posloupnosti je to, Ze libovolny clen
posloupnosti miZeme uréit jen tehdy, zndme-li jeji predchézejici Cleny.

Ulohy

1.7 Najdéte vzdy prvnich pét ¢lentt posloupnosti uréené rekurentné:
a) a1 =2; Gnt1=3an, NE N
Uv a =1; D:+H”luw|“ néeN
1+ an
¢)ar=1,a2=1; Gnt2=0nt1—an, nEN
d) a1 =0,a2 =1; nt2 =2an41 — 3an, n €N

1.8 Uréete prvni &len posloupnosti (an)pZi, Pro kterou plati: as = 7
a dale pro viechna n € N je ant1 = an — 3.

1.9 Posloupnosti vyjadiené vzorcem pro n-ty ¢len urdete rekurentné:

a) (1)7%: b) (n)sz: ¢) (log10™)%2,
*d) (n(n+1))ez:1  Te) A:HHV -1 1) A:MHV =1

1.10 Dané posloupnosti jsou uréeny rekurentné. Vyjadiete je vzorcem
pro n-ty Clen: )
a) ag=1; Gny1 =0an,nEN b) a1 =1; Qny1 = —Gn, 1 €N

1.3 Nékteré vlastnosti posloupnosti

H Vyslovte definice rostouci funkce a klesajici funkce.

Funkce f se nazjva rostouci, prévé kdyz pro vSechna z1,z2 € Dy
plati: Je-li 71 < 2, pak f(z1) < f(z2).
Funkce f se nazyva klesajici, pravé kdy% pro vsechna z;,72 € Dy
plati: Je-li z1 < z3, pak f(z1) > f(z2)-

Vime, 7e kone¢n4 i nekonetné posloupnost je specidlnim piipa-
dem funkce. V dal3im textu se omezime jenom na studium nekonec-
njch posloupnosti.
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H S uZitim definice rostouci (klesajici) funkce zkuste sami zformu-

lovat definici rostouci (klesajici) posloupnosti. UZijte pfi tom symboly
pro posloupnosti a jejich Gleny.

Posloupnost (a,)%; se nazyvé rostouci, pravé kdy# pro vech-
nar,s € N plati: Je-lir < s, pak a, < a,.
Posloupnost (a,)2, se nazyvéa klesajici, pravé kdy# pro viech-
nar,s € N plati: Je-lir < s, pak a, > a..

Vyslovime nyni véty, které byvaji velmi uZite¢né pii zjistovani,
zda posloupnost je rostouc, resp. klesajici.

e a) Posloupnost (an)sl; je rostouci, pravé kdy# pro vsechna
n €N je an, < apqg. 4

e b) Posloupnost (an)32, je klesajici, pravé kdyZ pro viechna
n€Njean, > anq;.

Piiklad 1
Rozhodnéte, které 7 déle uveden
sajici:

2) (an)2;, an = (-2)» BY (B2, B =T

n+1

Reseni

m.v .n: ”l.M“ Qw“mmv Qw”lmun
Jiz plyne, Ze posloupnost (an)52; nenf rostouc anj klesajici.

b) VypiSeme nékolik prvnich Elenii posloupnosti (bn)2;: by
b, A bnt1. Naobr.1.4 jsou sestrojeny obrazy t&c
.:o%ﬂ V soustaveé soufadnic v roving. Zd4 se, 7e

. posloupnost (b,,)

Je rostouci. K tomu je t¥eba, Ovéfit, Ze pro viechna pfirozen4 &is
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oo
n=

ych posloupnosti Jjsou rostouci & kle-

edy a; < ay a ziroves az > az. Odtud

1

— 2 2
b2=3 b =% bs =4 b5 = 5. Pro kazdé n c {1,2,3,4} plat

hto ¢lent posloup-

(1)

1

Upravami nerovnosti (1) dostaneme postupné
n(n+2) < (n+1)(n+1),
n®+2n<n?+2n+1. (2)
Nerovnost (2) je pravdiva pro kazdé n € N, pfitom (2) plati pravé

tehdy, kdyZ plat{ (1). Tim jsme ukézali, ze posloupnost (b,)S2, je
rostouci.

w4 ————d
1 BE—
Nt ————d

Obr. 1.4

Posloupnost (a,

vSechna pfirozend ¢isla r, s plati: Je-li r < s, pak a, < a
)

ne1 Se nazyva neklesajici, pravé kdyZ pro
& <
Posloupnost (an)s2; se nazyva nerostouci, pravé kdy% pro

vBechna pfirozend ¢isla r, s plati: Je-li r < s, pak a, = a,.

Daji se dokdzat tyto véty:

e a) Posloupnost (a,)22; je neklesajici, pravé kdyz pro viechna
n € Nje ap, < any1.

e b) Posloupnost (a,)S2; je nerostouci, pravé kdy# pro viechna
n €N jean 2 any.

H Posloupnost (bn)22,, jejiz graf je na obr. 1.4, je rostouci. Je tato
posloupnost také neklesajici nebo nerostouci?

Posloupnost (b,)52; je neklesajici posloupnost. Pro kazdé n € N je
bn < @:._L“ a tedy i b, M F.TTH.

Plati véty:
e  KaZda rostouci posloupnost je neklesajici.

o  Kazda klesajici posloupnost je nerostouci.
16



To znamen4, Ze rostouci posloupnost je specidlnim pfipadem neklesa-
jici posloupnosti a klesajici posloupnost je specidlnim pfipadem neros-
touci posloupnosti.

Posloupnosti, které jsou nerostouci nebo neklesajici, se nazyvaji
monotonni posloupnosti.

Posloupnost (a,)S2; se nazyvé shora omezend, pravé kdyz exi-
stuje redlné éislo h takové, Ze pro viechna n € N je a, < h.

Posloupnost (a,)S2; se nazyva zdola omezend, pravé kdyz exi-
stuje redlné &islo d takové, Ze pro viechna n € N je a, = d.
Posloupnost se nazyva omezend, pravé kdyz je shora omezena
a zdola omezena.

Priklad 2
Zjistéte, které z posloupnosti
oo n+1
Nv Aﬁﬁvﬁﬂf an =
n

jsou shora omezené, zdola omezené, omezené.

Resent

a) Posloupnost ,An:vmonw je jisté€ zdola omezend; pro kazdé n € N je
totiz a, > 0.
Obr. 1.7a,b napovidaji, ze pro kazdé pfirozené &islo n plati a,, < 2.
Provéiime, zda skuteén& je kazdé n € N feSenim nerovnice
ntl <2
no . n+1
£2 /'n
n
n+1<2n
1<n

Posloupnost (a,)32; je tedy i shora omezen.
~Z&veér: Posloupnost (a,)%2; je omezena.
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1.12 Rozhodnéte, které z dale uvedenych posloupnosti jsou rostouci,
resp. klesajici:

D@L o (F) . e
d) (0,8M, e) (log;n)3, f) (logo4n)
g) (cosmn)o h) A.i:Hl.TCV8

n=1

1.18 Zobrazte v roviné i na pfimce prvnich deset ¢lenti posloupnosti:

9 (5-6) » (25
c) (=1)"-n)Z, 4) AEQMIEVHOHH

Rozhodnéte, které z posloupnosti jsou rostouci (klesajici), ome-
zené (shora omezené, zdola omezené). Sva tvrzeni zdiivodnéte.
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VYSLEDKY ULOH

1 Posloupnosti a jejich vlastnosti

o

)3,6,9,12,15 b) 0, 3, 2,2, 4, ¢)0,1,0,1,0; d) 0, 2, 6, 12, 20; e) —1,
1.3 1,

u
— 80 —15 £ 1,0,-1,0,1. 1.3 1,0,0,1,0,1,0,1,1,1. 1.4 289, 361.
@

5 ° n—1 6
1.5 a) ?ﬁv P b) (C1)M)°_ o AS. -1 vann d) (n%)°_,.
1.6 (44+4-(-1)")7%;. 1.7 a) 2,6, 18, 54, 162; b) 1, 552,35 091,1,0,
-1,-1;4d)0,1,2,1, -4 1.8 16. 1.9 a)a; = 1, Qn41 = @n; b) a1 = 1,
Gnt1 =an +1; c) a1 =logl0, apnt1 = an + log10; d) a1 =2, apy1 = an - 2E2;

n !

1.
1
8’

n=1

e)a; = W, Qnt1 = ap - Ml?ﬁ.nrvw f) a1 =2, apy1 = an - mq.ﬂ.l.“.w. 1.10 a) (1)5%,;

b) AAIC:IJMoHH. 1.12 a) Rostouci; b) klesajici; c) rostouci; d) klesajici; e) ros-
touci; f) klesajici; g) ani rostouci, ani klesajici; h) klesajici. 1.13 Proz > 0
rostouci, pro # < 0 klesajici. 1.15 Vé&ta neplati: napf. posloupnost ((n —3)? “oHH
neni klesajici, a pfitom neni pravda, Ze je neklesajici. 1.17 n > 10, n > 104.
1.18 a) Rostouci, zdola omezena, shora neni omezena; b) klesajici, shora
i zdola omezend; c) neni ani rostouci, ani klesajici, neni ani shora, ani

zdola omezené; d) neni ani rostouci, ani klesajici, je shora i zdola omezeni.
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